SOLUSI PERSAMAAN GELOMBANG

DENGAN CONTINUOUS CELLULAR AUTOMATA

Oleh: Catur Wulandari
ABSTRAK

Persamaan diferensial gelombang dapat dicari solusinya dengan menggunakan metode analitik maupun numerik. Perkembangan teknologi dewasa ini, tidak bisa lepas dari komputasi. Pada tahun 2002 Stephen Wolfram membahas model continuous cellular automata, dimana  model tersebut dapat digunakan untuk memvisualisasikan persamaan diferensial parsial. Karena persamaan gelombang disajikan dalam bentuk persamaan diferensial parsial, maka dapat divisualisasikan dengan model continuous cellular automata. Skripsi ini bertujuan untuk memvisualisasikan solusi persamaan gelombang dengan menggunakan model continuous cellular automata dalam bahasa pemrograman Borland Delphi 7.0. 

Tampilan yang dihasilkan dari program ini berupa visualisasi solusi persamaan gelombang satu dimensi 
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dalam beberapa waktu update, nilai 
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pada hasil visualisasi, dan grafik 
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terhadap x pada tiap waktu t. Ada tiga macam gelombang yang dapat divisualisasikan dalam program ini, yaitu gelombang linier, gelombang nonlinier kuadratik, dan gelombang nonlinier kubik. Pada hasil visualisasi gelombang nonlinier kuadratik, tampak bahwa pengaruh nonlinier lebih cepat  bila dibandingkan dengan gelombang nonlinier kubik. Sedangkan pada gelombang nonlinier kubik memiliki hasil yang hampir sama dengan visualisasi pada gelombang linier.
Pendahuluan
Permasalahan-permasalahan dalam fisika banyak yang disajikan dalam bentuk persamaan diferensial parsial, salah satunya adalah persamaan gelombang. Secara umum persamaan gelombang dalam ruang tiga dimensi adalah
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Solusi dari persamaan tersebut, dapat diperoleh dengan menggunakan metode analitik maupun numerik, dan dari  solusi tersebut dapat digambarkan simpangan gelombang terhadap posisi tiap satuan waktu. 

Pada tahun 2002 Stephen Wolfram dalam buku “A New Kind of Science“ membahas model continuous cellular automata. Model continuous cellular automata dapat digunakan untuk memvisualisasikan persamaan diferensial parsial, dimana gradasi warna disusun dari kekontinyuan persamaan tersebut dalam ruang dan waktu (Wolfram, 2002:161). Karena persamaan gelombang disajikan dalam bentuk persamaan diferensial parsial, maka dapat divisualisasikan dengan model continuous cellular automata

Berdasarkan hal-hal tersebut, maka dibuat program visualisasi solusi persamaan gelombang dengan model continuous cellular automata dalam bahasa pemrograman Borland Delphi 7.0. Dalam program ini, dapat diperoleh gambar visualisasi solusi gelombang untuk beberapa waktu.
Persamaan Diferensial Gelombang 
Gelombang adalah suatu gangguan dari keadaan setimbang yang bergerak dari satu tempat ke tempat lain (Young & Freedman, 1996:593). Sistem gelombang mempunyai fungsi gelombang yang menggambarkan perpindahan satu partikel dalam medium. Fungsi tersebut tergantung pada posisi dan waktu (dimensi ruang dan waktu ), sehingga secara umum fungsi gelombang dapat dinyatakan dengan 
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. Pada gelombang satu dimensi, dimana gelombang merambat dalam arah 
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 dan bergerak dengan kecepatan konstan sebesar 
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, fungsi gelombang dapat dinyatakan sebagai
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Fungsi gelombang pada persamaan (1) dapat dinyatakan sebagai 
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. Dengan menggunakan aturan berantai, maka akan diperoleh persamaan diferensial gelombang satu dimensi, yaitu
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(Alonso & Finn, 1980:678).




Persamaan (2) menggambarkan perambatan gelombang dengan kecepatan 
[image: image12.wmf]v

 dalam ruang satu dimensi. Pada gelombang elektromagnetik nilai 
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 menyatakan komponen E dan H, pada tali yang digetarkan nilai 
[image: image14.wmf]u

 menyatakan perpindahan dari keadaan setimbang, dan pada kelistrikan nilai 
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 menyatakan arus atau beda potensial (Boas, 1983:542). 
Persamaan Gelombang Model Fermi, Pasta, Ulam

Fermi, Pasta dan Ulam dalam paper mereka di tahun 1955 menyelidiki model gelombang nonlinier dari sebuah tali, dimana tali direntangkan sepanjang sumbu x dan tali hanya bisa bergerak dalam arah sumbu y.  Pemodelan tersebut disebut model Fermi, Pasta, Ulam (FPU) (Rucker, 1998, (Online), http://www.cs.sjsu.edu/~rucker/capow/paper/node2.html).

Pada model FPU tali dimodelkan oleh sederet partikel sepanjang sumbu x, dengan setiap koordinat x dipisahkan oleh jarak 
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, sehingga massa dari setiap partikel adalah 
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 dimana 
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  adalah rapat massa tali. Sedangkan pergerakan tiap partikel dalam arah sumbu y dimodelkan oleh akibat dari hubungan pegas tiap partikel dengan dua tetangganya.

Bila 
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  menyatakan perpindahan vertikal (nilai y) pada waktu 
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 dari partikel yang berada pada posisi horisontal 
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 menyatakan perbedaan perpindahan vertikal antara dua partikel tetangga, maka jarak antara dua partikel tetangga 
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 dapat dinyatakan sebagai 
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. Besarnya gaya oleh sebagian besar pegas biasanya dinyatakan sebagai fungsi G dari jarak (dibagi dengan 
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 sehingga gaya ternormalisasi), yaitu 
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Selama diasumsikan bahwa partikel tidak bergerak dalam arah sumbu x, maka hanya memperhatikan komponen vertikal dari gaya pegas. Harga mutlak dari gaya komponen vertikal dapat dinyatakan 
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Jika pegas linier (mengikuti hukum Hooke) dan memiliki panjang keseimbangan 
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Untuk partikel yang berada  pada 
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 dapat didefinisikan bahwa 
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 sehingga dengan menggunakan hukum Newton, persamaan (8) menjadi
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Pada persamaan (6), untuk 
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 mendekati 0 dapat dihasilkan persamaan diferensial gelombang nonlinier model FPU 
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dengan 
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 adalah turunan kedua 
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 terhadap waktu 
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 adalah turunan pertama 
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 terhadap posisi 
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 dan
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 adalah turunan kedua 
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 terhadap posisi
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.


Pada permasalahan khusus yaitu jika pegas mengikuti hukum Hooke dan panjang keseimbangan 0, maka bagian nonlinier pada persamaan (7) hilang dan diperoleh bentuk umum persamaan gelombang linier 
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dimana 
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 (konstanta pegas). Sedangkan jika 
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 kecil maka pengaruh bagian pangkat tertinggi dapat diabaikan, sehingga diperoleh persamaan (9) yang merupakan persamaan gelombang nonlinier kuadratik model FPU. 
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Dan jika gaya pegas tepat sebagai fungsi jarak sehingga 
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, maka diperoleh persamaan (10) yang merupakan persamaan gelombang nonlinier kubik model FPU.
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Continuous Cellular Automata

Masalah matematika yang kompleks sulit diselesaikan dengan kemungkinan nilai diskrit yang hanya hitam dan putih, sehingga diperkenalkan bentuk umum dari cellular automata satu dimensi dimana tiap sel tidak hanya hitam atau putih, melainkan rentangan kontinyu dari gradasi warna yang mungkin dan disebut dengan continuous cellular automata. Gradasi warna dari tiap-tiap sel bisa diperbaharui dengan suatu aturan yang didasari oleh aturan totalistic cellular automata (Wolfram, 2002:155-156).


Ide dari aturan continuous cellular automata adalah menentukan rerata gradasi warna suatu sel dengan  tetangga terdekatnya untuk mendapatkan gradasi warna sel tersebut pada langkah berikutnya. Sedangkan keadaan sel pada tiap langkah merupakan gradasi warna dari putih sampai hitam dimana pada langkah dasar bisa dipresentasikan dengan sederet bilangan real dari 0 sampai 1. Gambar 2.1 menunjukkan satu permasalahan yang sangat sederhana dimana gradasi warna sel yang baru benar-benar merupakan rerata sebuah sel dengan tetangga terdekatnya. 

[image: image211.png]



Gambar 2.1  (a) Aturan Dasar Continuous Cellular Automata;  (b) Hasil Perhitungan Menurut Aturan dan Hasil Visualisasi  Sampai pada Waktu Tertentu
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Aturan akan menjadi sedikit lebih kompleks ketika rerata gradasi warna suatu sel dengan tetangga terdekatnya dikalikan dengan suatu konstanta 
[image: image61.wmf]C

 dan jika hasilnya lebih dari satu, maka hanya bagian pecahannya (fractional part) yang digunakan. Gambar 2.2 menunjukkan bila rerata tingkat arsiran dikalikan dengan 
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(Wolfram, 2002:157).  

ref  SHAPE  \* MERGEFORMAT Gambar 2. 2 Fractional Part 
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 (a) Aturan; (b) Hasil Perhitungan Menurut Aturan dan Hasil Visualisasi Sampai pada Waktu Tertentu

Namun pada kenyataannya aturan yang muncul dalam continuous cellular automata hanya diambil aturan sederhana yang ekstrim untuk menghasilkan kelakuan yang lebih kompleks. Sehingga ditentukan sebuah aturan untuk menentukan gradasi warna sel yang baru, yaitu hanya dengan menambah suatu konstanta 
[image: image64.wmf]C

 pada rerata gradasi warna sel sebelumnya dengan tetangga terdekatnya dan diambil bagian pecahan (fractional part) dari hasil tersebut. Gambar 2.3 menunjukkan bila rerata gradasi warna ditambah dengan 
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 (Wolfram, 2002:158).
ref  SHAPE  \* MERGEFORMAT 
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Gambar 2.3 Fractional Part 
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 (a) Aturan; (b) Hasil Perhitungan Menurut Aturan dan Hasil Visualisasi  Sampai pada Waktu Tertentu

Versi Cellular Automata dari Persamaan Gelombang

Dimensi ruang dan dimensi waktu pada persamaan gelombang memiliki nilai yang kontinyu. Untuk kekontinyuan dimensi ruang dinyatakan dengan 
[image: image67.wmf]X
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 yang nilainya sama dengan lebar sebuah sel. Jika terdapat 
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 sel dan panjang garis di bawah sel adalah 
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 maka 
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. Sedangkan untuk menyatakan dimensi waktu digunakan 
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 yang sesuai dengan jarak antar dua garis. Jika terdapat 
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 pembaharuan (update) dan jangka waktu yang telah dilalui adalah 
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 maka 
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 (Rucker, 1998, (Online), http://cafaq.com/extra/rucker.wave.html).

Persamaan gelombang menyatakan bahwa turunan kedua intensitas terhadap waktu sebanding dengan kuadrat 
[image: image75.wmf]v

 dikali turunan kedua intensitas terhadap posisi. Dan konstanta 
[image: image76.wmf]v

 menyatakan kecepatan gelombang yaitu kecepatan maksimal gelombang merambat dalam medium. Dengan kata lain 
[image: image77.wmf]v

 dapat dipandang sebagai “kecepatan cahaya” atau “kecepatan bunyi”.Untuk gelombang yang merambat dengan kecepatan maksimal, maka cepat rambat gelombang sama dengan cepat rambat cahaya di ruang hampa 
[image: image78.wmf])
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Dalam mempelajari cellular automata  satu dimensi kata “kecepatan cahaya” menjadi satu bahasan tersendiri, karena cellular automata tertentu hanya memperhatikan tetangga terdekat pada kedua sisinya tanpa memperhatikan efek yang mempengaruhi gerakan melintang  cellular automata yang lebih cepat dari pergantian tiap sel. Jika cellular automata memperhatikan dua tetangga terdekatnya, maka “kecepatan cahaya” menjadi dua sel tiap update dan seterusnya. Kemungkinan terakhir sel memperhatikan tetangga terdekatnya tetapi membutuhkan dua langkah waktu untuk bisa menerapkan pergantian terhadap sel yang bersangkutan. Hal ini merupakan masalah nyata dalam sel cellular automata ini, yaitu memperhatikan tetangga terdekatnya tetapi efeknya memerlukan dua langkah untuk digabung. Artinya kecepatan gelombang akan menjadi 1.5 sel per update. Dalam bentuk 
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 (lebar sebuah sel) dan 
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 (langkah waktu per update) 
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 sebanding dengan 
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, serta bila memiliki efek langsung dan memperhatikan dua tetangga terdekatnya maka 
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Bila tiap sel berisi dua bilangan real  yaitu intensitas 
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 dan kecepatan 
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, maka kecepatan sel menyatakan rerata perubahan intensitas sel atau 
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dimana 
[image: image93.wmf]dt
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  dinyatakan sebagai percepatan.

Untuk 
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 digunakan pendekatan bahwa sebuah sel intensitasnya
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, satu tetangga terdekat di sisi kiri 
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 dan satu tetangga terdekat di sisi kanan 
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 sesuai dengan sel tetangga ditinjau. Sedangkan turunan kedua intensitas terhadap posisi menjadi 
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Persamaan (13) disubtitusi ke persamaan (12), menghasilkan
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Bentuk cellular automata dari persamaan gelombang harus memenuhi aturan update, yaitu

intensitas baru = intensitas lama + 
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kecepatan baru = kecepatan lama + 
[image: image105.wmf]*
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(Rucker, 1998, (Online), http://cafaq.com/extra/rucker.wave.html).

Gelombang Linier


Solusi persamaan gelombang hanya bisa didekati dengan titik grid pada bidang (x,t). Titik tersebut diberi nama 
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 adalah pendekatan numerik pada titik grid yang mengacu pada solusi persamaan gelombang 
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 (Rucker, 1998, (Online), http://www.cs.sjsu.edu/~rucker/capow/paper/node3.html).

Jika 
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 menyatakan nilai U dan V pada sel posisi j dan waktu n, 
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 menyatakan nilai sel U dari tetangga kiri dan kanan, 
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 menyatakan nilai sel U lama dan nilai U baru , sedangkan 
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 menyatakan nilai sel V baru. Nilai sel U dengan tetangga-tetangganya dalam bidang (x,t) digambarkan seperti pada Gambar 2.4.
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Gambar 2.4 Nilai Sel U dengan Tetangga-tetangga Terdekatnya pada Bidang (x,t)

Pada gelombang linier, persamaan (15) dan (16) dapat dinyatakan menjadi sebagai berikut.
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Bila 
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 dan persamaan (18) di subtitusi ke persamaan (17) diperoleh persamaan sebagai berikut.
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Dimana cepat rambat tercepat adalah satu ruang sel per satu waktu update, sehingga kecepatan maksimal gelombang 
[image: image134.wmf]c

 adalah selalu satu.

Gelombang Nonlinier

Pada gelombang nonlinier, dengan cara yang sama seperti pada gelombang linier dan sesuai dengan persamaan (9) dan (10), maka diperoleh persamaan gelombang nonlinier kuadratik 
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Sedangkan untuk gelombang nonlinier kubik diperoleh
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Dimana 
[image: image137.wmf]1

k

 dan 
[image: image138.wmf]2
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 merupakan konstanta nonlinieritas (Rucker, 1998, (Online), http://www.mathcs.sjsu.edu/faculty/rucker/capow/paper/rrca.html).

Teknik Pemrograman

Program ini digunakan untuk memvisualisasikan solusi persamaan diferensial gelombang satu dimensi dengan menggunakan model continuous cellular automata. Pada model tersebut persamaan diferensial gelombang diubah dalam versi cellular automata, dimana tiap sel merupakan suatu struktur data kecil berisi dua angka-angka real intensitas U yang menyatakan u, dan kecepatan V yang menyatakan 
[image: image139.wmf]t

u

. Versi cellular automata dari persamaan gelombang dinyatakan seperti pada persamaan (19), (20), dan (21). Keadaan awal sel (nilai awal) diperoleh dari gelombang sinus atau deret Fourier yang membentuk gelombang kotak, segitiga, atau gigi gergaji. 

Agar nilai intensitas dan kecepatan berhingga maka dilakukan clamping terhadap nilai-nilai tersebut. Idenya adalah nilai intensitas tidak boleh lebih dari atau kurang dari nilai batas intensitas yang ditetapkan. Bila terdapat nilai di atas nilai maksimum maka nilai tersebut sama dengan nilai maksimum, sedangkan bila di bawah nilai minimum maka nilai tersebut sama dengan nilai minimum. Clamping bukan merupakan proses fisika, tetapi dalam simulasi dipandang sebagai pemodelan persamaan diferensial.
Hasil Program dan Pembahasan 

Saat program dijalankan, terdapat bermacam hasil visualisasi solusi persamaan gelombang satu dimensi 
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dalam beberapa waktu  update, nilai 
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pada hasil visualisasi, dan grafik 
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terhadap x pada tiap waktu t dari berbagai jenis gelombang yang diinginkan pengguna (user). Gambar 4.1 menunjukkan hasil visualisasi gelombang linier dengan 
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Gambar 4.1 Hasil Visualisasi Gelombang Linier dengan Δx=0.024, Δt=0.02, dan J=200; (a) Nilai Awal Sinus, N=100; (b) Nilai Awal Kotak, N=100; (c) Nilai Awal Segitiga, N=200; (d) Nilai Awal Gigi Gergaji, N=100 

Gambar 4.1 (a) merupakan hasil visualisasi dengan nilai awal berupa gelombang sinus sampai pada update 
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, Gambar 4.1 (b) nilai awal berupa deret Fourier yang membentuk gelombang kotak pada  
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, Gambar 4.1 (c) nilai awal berupa deret Fourier yang membentuk gelombang segitiga pada 
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, dan Gambar 4.1 (d) nilai awal berupa deret Fourier yang membentuk gelombang gigi gergaji pada 
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Gambar 4.2 menunjukkan hasil visualisasi gelombang linier dengan 
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 setelah mencapai waktu update 
[image: image157.wmf]700
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. Gambar 4.2 (a) merupakan hasil visualisasi dengan nilai awal berupa gelombang sinus, Gambar 4.2 (b) nilai awal berupa deret Fourier yang membentuk gelombang kotak, Gambar 4.2 (c) nilai awal berupa deret Fourier yang membentuk gelombang segitiga, dan Gambar 4.2 (d) nilai awal berupa deret Fourier yang membentuk gelombang gigi gergaji.
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Gambar 4.2 Hasil Visualisasi Gelombang Linier dengan Δx=0.024, Δt=0.02,  J=200, dan N=700  (a) Nilai Awal Sinus; (b) nilai awal kotak; (c) nilai awal segitiga; 

(d) Nilai Awal Gigi Gergaji

Gambar 4.3 menunjukkan hasil visualisasi gelombang nonlinier kuadratik dengan konstanta nonlinier 
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Gambar 4.3 Hasil Visualisasi Gelombang Nonlinier Kuadratik dengan k=0.076, Δx=0.024, Δt=0.02, dan J=200 (a) Nilai Awal Sinus, N=200; (b) Nilai Awal Sinus, N=700; (c) Nilai Awal Kotak, N=200; (d) Nilai Awal Kotak, N=700; (e) Nilai Awal Segitiga, N=200; (f) Nilai Awal Segitiga, N=700; (g) Nilai Awal Gigi Gergaji, N=200; (h) Nilai Awal Gigi Gergaji, N=700
Gambar 4.3 (a) merupakan hasil visualisasi dengan nilai awal berupa gelombang sinus sampai pada update 
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, sedangkan Gambar 4.3 (b) pada 
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. Gambar 4.3 (c) nilai awal berupa deret Fourier yang membentuk gelombang kotak pada  
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, sedangkan Gambar 4.3 (d)  pada 
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. Gambar 4.3 (e) nilai awal berupa deret Fourier yang membentuk gelombang segitiga pada 
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, sedangkan Gambar 4.3 (f) pada 
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. Gambar 4.3 (g) nilai awal berupa deret Fourier yang membentuk gelombang gigi gergaji pada 
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, sedangkan Gambar 4.3 (h) pada 
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Gambar 4.4 menunjukkan hasil visualisasi gelombang nonlinier kubik dengan konstanta nonlinier 
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. Gambar 4.4 (a) merupakan hasil visualisasi dengan nilai awal berupa gelombang sinus sampai pada update 
[image: image186.wmf]200

=

N

, sedangkan Gambar 4.4 (b) pada 
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. Gambar 4.4 (c) nilai awal berupa deret Fourier yang membentuk gelombang kotak pada  
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, sedangkan Gambar 4.4 (d)  pada 
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(c) (d)

Gambar 4.4 Hasil Visualisasi Gelombang Nonlinier Kubik dengan k=0.03, Δx=0.024, Δt=0.02, dan J=200 (a) Nilai Awal Sinus, N=200; (b) Nilai Awal Sinus, N=700; (c) Nilai Awal Kotak, N=200;  (d) Nilai Awal Kotak, N=700 

Gambar 4.5 menunjukkan hasil visualisasi gelombang nonlinier kubik dengan konstanta nonlinier 
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. Gambar 4.5 (a) nilai awal berupa deret Fourier yang membentuk gelombang segitiga pada 
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, sedangkan Gambar 4.5 (b) pada 
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. Gambar 4.5 (c) nilai awal berupa deret Fourier yang membentuk gelombang gigi gergaji pada 
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, sedangkan Gambar 4.5 (d) pada 
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         (h)

Gambar 4.5 Hasil Visualisasi Gelombang Nonlinier Kubik dengan k=0.03, Δx=0.024, Δt=0.02, dan J=200 (a) Nilai Awal Segitiga, N=200; (b) Nilai Awal Segitiga, N=700; (c) Nilai Awal Gigi Gergaji, N=200; (d) Nilai Awal Gigi Gergaji, N=700

Pada Gambar 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, dan 4.5 tampak bahwa untuk nilai awal berupa gelombang sinus, atau nilai awal berupa deret Fourier yang membentuk gelombang kotak, atau gigi gergaji pada setiap jenis gelombang (linier, nonlinier kuadratik, dan nonlinier kubik), dihasilkan pola visualisasi yang berbeda dari waktu ke waktu update, kecuali pada gelombang linier dan nonlinier kubik dengan nilai awal berupa gelombang sinus. Sedangkan untuk nilai awal berupa deret Fourier yang membentuk gelombang segitiga, dihasilkan pola visualisasi yang hampir sama dari waktu ke waktu update. 

Pengaruh nonlinieritas pada gelombang menyebabkan perubahan pola visualisasi dari waktu ke waktu update semakin cepat. Pada gelombang nonlinier kuadratik, pengaruh nonlinier lebih cepat  bila dibandingkan dengan gelombang nonlinier kubik. Hal tersebut dapat dilihat pada Gambar 4.8 (a), Gambar 4.8 (c) dan Gambar 4.9 (c) dimana sebelum update 
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 pola visualisasi yang dihasilkan sudah mengalami banyak perubahan, sedangkan pada Gambar 4.10 (a), Gambar 4.10 (c), dan Gambar 4.11 (c) pola visualisasi yang dihasilkan tidak mengalami banyak perubahan.                

Visualisasi pada gelombang nonlinier kubik (Gambar 4.10 dan Gambar 4.11) memiliki hasil yang hampir sama dengan visualisasi pada gelombang linier (Gambar 4.6 dan Gambar 4.7). Hal ini disebabkan nilai konstanta nonlinier yang sangat kecil menyebabkan bagian nonlinier dari persamaan nonlinier kubik tidak begitu berarti, sehingga nilai 
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 pada gelombang nonlinier kubik mendekati nilai 
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 pada gelombang linier. Sedangkan nilai 
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,

(

t

x

u

 yang dihasilkan dalam program ini memiliki konversi perbandingan nilai tertentu.
Secara umum hasil visualisasi yang diperoleh dari program ini, sesuai dengan hasil visualisasi program yang sudah ada, yaitu program CAPOW dan program Searching for 1D CAs by Harry Fu. Namun ada beberapa hasil visualisasi program CAPOW yang tidak dapat dihasilkan oleh program ini. Hal tersebut disebabkan karena program ini memiliki jumlah langkah update yang terbatas yaitu 
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